2TM Materiaalmodellen, Les 1

Spanningen en rekken in 3D en
elastisch gedrag

3

OgH

ONDERWERPEN

LES 1

Spanningen en rekken in 3D en
lineair elastisch gedrag

LES 2

Grensspanningshypothesen voor
materialen

LES 3

Wapening bepalen voor beton 2D en 3D

Geschreven door ir. J.W. Welleman
Aangepast door dr. ir. P.C.J. Hoogenboom, juni 2016




2TM Materiaalmodellen, Les 1

Spanningen en rekken in 3D en
elastisch gedrag

3

OgH

NOTATIE VAN SPANNINGEN

Oxy Is de spanning op het x-vlakje in de y-richting

Het x-vlakje is het vlak met de normaalvector in de x-
richting.

Een normaalvector staat loodrecht op een viak.
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'EVENWICHT

-
O

l ZX
GZZ

dx

O, dz dx = 0,, dx dz

dus

ze — sz

De schuifspanningen zijn paarsgewijs aan elkaar
gelijk, dus er zijn slechts 3 onafhankelijke
schuifspanningen.

De spanningstoestand wordt vastgelegd met 6
componenten.
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3D SPANNINGEN

Spanningen op een elementair kubusje van een materiaal
( )

spanning =
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TENSOR

Fysische grootheid die op een bepaalde manier verandert
als een ander assenstelsel wordt gekozen.

nulde orde tensor = scalar bijvoorbeeld 3.1415

3.14

7.21

-1.09
plaats, verplaatsing

eerste orde tensor = vector bijvoorbeeld

3.14 721 -1.09
721 -8.97 0.01
-1.09 0.01 334

spanning, rek, plaatmomenten,
schaalkrommingen

tweede orde tensor = matrix bijvoorbeeld

derde orde tensor = kubus met getallen, geen toepassingen

vierde orde tensor = geen afbeelding mogelijk
bijvoorbeeld materiaalstijfheid
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NORMAALREK
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AFSCHUIFREK
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TENSOR NOTATIE

normaalrek
OUy

OX

1(ouy Ouy
Exx =— +
XX 2( X OX )

Exx =

afschuifrek
OUy N Ouy

VX2 X2 =", P

1(8ux @uzj
Exz =5 T
2\ 0z  OX

algemeen

gi-zE aui+auj I, ]=X,Y,Z
172 6 oai
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3D REKKEN
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ELASTISCH GEDRAG

Trekproef Lengterichting :
Al

I
Dwarsrichting :
_Ad

d
(Ad is negatief)

E

E

Contractie :

=Cconst =—v

Vv = dwarscontractie
coéfficiént of de
constante van Poisson

ongescheurd beton V = 0,15
gescheurd beton V = 0
staal V = 0,3

rubber V = 0,5
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SPANNINGS - REK RELATIE

95
>
<

1

™
S

M
N
N

1
E
1
E
1
E

11



2TM Materiaalmodellen, Les 1

Spanningen en rekken in 3D en
elastisch gedrag

3

OgH

SCHUIFSTIJFHEID

G = glijdingsmodulus
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VERBAND TUSSEN G, Een v
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ISOTROOP LINEAIR-ELASTISCH
MATERIAAL

WET VAN HOOKE
UT TENSIO, SIC VIS.

(Als de verlenging, zo is de kracht.)

FLEXIBILITEITSRELATIE

14
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STIJFHEIDSRELATIE
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BEGRIPPEN

e TRANSFORMATIES

e |ISOTROPE SPANNING EN REK

e DEVIATORSPANNING EN -REK

e HOOFDSPANNINGEN

e INVARIANTEN

e OCTAEDERVLAK
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TRANSFORMATIES

[
>

X-as

)

rotatiematrix T > eerste orde tensor

Pk x ,Bky ,Bkz_
Pix ﬂly Az
Pmx ,Bmy ,Bmz_

Bjj = cosinus van de hoek
tussen de i-as en
de j-as
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getransponeerde rotatiematrix
spanningstensop

rotatiematrix

Okk Okl Okm b Oxx Oxy Oxz
_ T
Gy Oy Oy |=T Cyx Oyy Oyz T

Omk Oml Omm Ozx Ozy Ozz

In het dictaat op blz. 1.3 is deze relatie uitgeschreven in vectornotatie.

Toepassing

/4
CoS« cos(——a) O
’ cosa Sina

cos(%+a) Cos 0 —sSina  CoS«
0 0

0 0 1| G

18
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cosa —-sina O
TT: sino.  cosa
0 0 1
Gys Oxx COSQL+Oyy SINOL  —Gyy SINOL+ Gy COSAL Oy,
Oy T! =| 6, cosa+c,, sina —Gyy SINOL+Gy, CcOsaL G

yx vy vy yz
Cyy O,y COSOL+0,, SINOL  —G,, SiNOL+G,y, COSAL G,

Oyx COSOL+Gyy SINOL  —Cyy SINOL+ 0y, COSAL Gy
+ ina - ino+ =
GyyCOSO+0,y sina. -6, sina+o6,, cosa G,
G,x COSOL+G,, SINOL  —G,, SINOL+G,, COSAL G,
(0xx COSOL+Gyy sina)cosa +(o,, COSa+0,, sina)sina
—(Oxx COSOL+ Gy sina)sina+ (o, cOso+0,, sina)cosa

G2y COSQL+ 0y, sina

Dus

Okk = (Oxx COSQ+0yy siNA)cOsOL+ (0, COSOL+ Gy, sina)sino

01k =—(Oxy COSOQ+ Oy sina)sina +(c,, oS0+, sina)cosa
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Andere manier, Evenwicht

Oy xACOSOL+ Gy ASIna = ACyy

GyyAsina +6,,Acoso = Aoy,

Okk = Okx COSQL+ Oy Sina
Gk| = Oky COSOL— G}y SIN QL

Okk = (Oxy COSOL+0yy sina)cosa +(o,, sino+o,, cosa)sina

Yy
O] = (Oyy SIN 0L+ Gy COSA)COS 0L — (O COSTAL+ Oy SiNO)SIN QL

Hetzelfde resultaat !

Vereenvoudigd

B 2 : .2 .
Okk = Oxx COS™ 0L+ Oy SINOLCOS QL+ Gy, SINT aLsino,

Gk =Oxy (Cos2 o —sin? o)+ (0, —Oxy)sinacosa

(Deze formules geven de Cirkel van Mohr, zie volgende les)
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COMPRESSIE EN DISTORSIE

6, 0 0]
0 oo O
0 0 op]

ISOTROPE DEEL :

_1

DEVIATORISCHE DEEL :
Oxx —Op
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WAAROM ?

DEVIATORSPANNINGEN ZIJN
VERANTWOORDELIJK VOOR
GEDAANTEVERANDERING.

ISOTROPE SPANNINGEN ZIJN
VERANTWOORDELIJK VOOR
VOLUMEVERANDERING.

BEZWIJKEN VAN MATERIALEN IS VAAK
GEVOELIGER VOOR GEDAANTE-
VERANDERING DAN VOOR VOLUME-
VERANDERING
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VOLUME REK

L+e,)AZ

y
v
(L+e,)AX ‘ggg,gff”ggg;k\\\
[L+e,)AY

V'= (16 ) AX (1+6yy ) AY (1+&5,).AZ

V'=V (1+ Exx +Eyy T 877 T ExxEyy +EyyEzz +E2Exx T gxxgyygzz)
V'=V (Lt eg +oyy +64)

dus

,_V'-V AV
VooV
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KOMPRESSIEMODULUS K

VERBAND TUSSEN ISOTROPE
SPANNING EN DE
VOLUMEVERANDERING

Isotrope spanning :

o 2%((7)0( +0yy -I—GZZ)

volumerek :

Invullen wet van Hooke:
3(1-2v 1

_30-2v)

o0~ 7,00

K

€
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HOOFDSPANNINGEN

IS ER EEN RICHTING WAARBIJ
ALLEEN NORMAALSPANNINGEN
WERKEN OP EEN VLAKJE, DUS GEEN
SCHUIFSPANNINGEN.

WISKUNDIG BETEKENT DIT :
DE SPANNINGSVECTOR VALT SAMEN

MET DE NORMAALVECTOR VAN HET
VLAK

25
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EIGENWAARDE PROBLEEM :

e HOOFDSPANNINGEN = EIGENWAARDEN
e HOOFDRICHTINGEN = EIGENVECTOREN

UITWERKEN

27
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Een niet triviale oplossing bestaat indien
de determinant nul is.

03—|1(72+|20—|3 =0

met .

o

YZ| |Oxx Oxz
|5, = + +
Oz71 [Oxz Ozz

Oxy Oxz

Oyy Oyz

Oyz Oz

Een derde-graadsvergelijking heeft in het
algemeen 3 wortels.
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Hieruit volgen
- 3 hoofdspanningen o1, 6, €n o3
- 3 normaalvectoren n 1, n, en ns

De normaalvectoren staan loodrecht op elkaar.

o
De hoofdspanningen zijn invariant. Dat wil
zeggen dat ze onafhankelijk zijn van de Initiéle

richting van de x-, y- en z-as.
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INVARIANTEN

DE HOOFDSPANNINGEN VERANDEREN
NIET BlJ ASSENTRANSFORMATIES

DUS :

DE CONSTANTEN 14, I, en I3 MOGEN DUS
NIET VERANDEREN

DEZE CONSTANTEN HETEN DAAROM
INVARIANT
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DEVIATORHOOFDSPANNINGEN
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KARAKTERISTIEK POLYNOOM
(EIGENWAARDE-PROBLEEM)

SS—JlsZ—st—JS =0
met :
J1=|1—3GO=0 '

J2=BJ§—|2:%I12—|2

1 2 3

Ja=l3—l,0,+205 = 3= il + 1

DE WAARDE J, KAN WORDEN
HERLEID TOT :
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OCTAEDERVLAK

vlak met normaalvector
n = (*3V3, 5V3, H5V3)
ten opzichte van de hoofdrichtingen
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SPANNINGEN OP HET OCTAEDERVLAK

e NORMAALSPANNING
e SCHUIFSPANNING

1 1

Toct :\/%{(0'1_0'2)2 +(O'2 _0'3)2 +(O'3 _0'1)2}

DIT IS EEN INTERPRETATIE VAN I, en J,

34
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HOOFDSPANNINGSRUIMTE

A

03
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HOOFDSPANNINGSRUIMTE

T -vlak

loodrecht op de
ruimtediagonaal

door de oorsprong

01

A

03

ruimtediagonaal
01 =09 =03
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HOOFDSPANNINGSRUIMTE

A

03

ruimtediagonaal
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CILINDERCOORDINATEN

Afstand tot het r-viak

5:\@00 :I_\/l—:\/ggoct

Afstand tot de ruimtediagonaal

r= \/%((01 ~0,)" +(0p~03)" +(03 _61)2)

= /23, =374

Hoek in het r-vlak

0 = %arccos \/53"]3

Toct
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SAMENVATING INVARIANTEN

e DE 3D SPANNINGSSITUATIE LIGT VAST
MET HOOFDSPANNINGEN

01, O», O3

e DE 3D SPANNINGSSITUATIE LIGT VAST
MET INVARIANTEN

1, 1o, I3

e DE 3D SPANNINGSSITUATIE LIGT VAST
MET INVARIANTEN

0o, J2, I3

e DE 3D SPANNINGSSITUATIE LIGT VAST
MET DE CILINDERCOORDINATEN

E r, 6
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